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Esercitazioni di Analisi Matematica T-2  Prof. A. Bonfiglioli
Campi di Vettori e Campi Esatti
I Esercizio 1. Stabilire se le seguenti frasi sono vere o false (riportando una crocetta):
1. Condizione necessaria e suciente alla esattezza di un campo di vettori C1 su un aperto 
 è che
il campo sia chiuso V F
2. Condizione necessaria ma non suciente alla esattezza di un campo di vettori C1 su un aperto

 è che il campo sia chiuso V F
3. Condizione suciente ma non necessaria alla esattezza di un campo di vettori C1 su un aperto

 è che il campo sia chiuso V F
4. Il fatto che un campo di vettori C1 su un aperto 
 sia chiuso non è né necessario né suciente
alla sua esattezza V F
5. Condizione necessaria e suciente alla esattezza di un campo di vettori C1 sull'insieme aperto

 = (1; 7) (0; 2) è che il campo sia chiuso V F
6. Condizione necessaria e suciente alla esattezza di un campo di vettori C1 sull'insieme aperto

 = R2 n f(0; 0)g è che il campo sia chiuso V F
7. Condizione necessaria e suciente alla esattezza di un campo di vettori C1 sull'insieme aperto

 = f(x; y) 2 R2 : x > 0g è che il campo sia chiuso V F
8. Sia 
 = R2 n f(0; 0)g; se F è un campo chiuso su 
 allora non è esatto V F
9. Sia 
 un aperto non stellato e sia F un campo chiuso su 
; allora F non è esatto V F
10. Sia 
 un aperto stellato e sia F un campo non chiuso su 
; allora F non è esatto V F
11. Sia 
 un aperto non stellato e sia F un campo non chiuso su 
; allora F non è esatto V F
12. Sia F un campo non esatto sull'aperto 
; allora 
 non è un aperto stellato V F
13. Sia F un campo chiuso e non esatto sull'aperto 
; allora 
 non è un aperto stellato V F
14. Il campo F (x; y) =

 y
x2+y2
; x
x2+y2

non è esatto su nessun aperto di R2 V F
15. Il campo F (x; y) = (y; x) non è esatto su nessun aperto di R2 V F
16. Dire se la seguente frase è vera o falsa: un campo di vettori chiuso su un aperto 
 può essere
esatto solo se 
 è stellato V F
17. Dire se la seguente frase è vera o falsa: un campo di vettori su un aperto 
 può essere esatto
solo se F è chiuso V F
18. Dire se la seguente frase è vera o falsa: un campo di vettori su un aperto 
 può essere chiuso
solo se F è esatto V F
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Soluzioni:
1. F : basta prendere il ben noto esempio F (x; y) =

 y
x2+y2
; x
x2+y2

su 
 = R2 n f(0; 0)g
2. V
3. F : risposta doppiamente falsa; si vedano le precedenti due domande
4. F : è necessario!!!
5. V : l'essere chiuso è sempre necessario alla esattezza; essendo 
 un rettangolo (che è convesso
quindi stellato) si può inoltre applicare il Teorema di Poincaré e dunque l'intera frase proposta
è vera, poiché di fatto se il campo è chiuso ed è denito su un insieme stellato, allora è
automaticamente esatto.
6. F : la condizione è necessaria; non è però suciente, come mostra il ben noto esempio F (x; y) =
 y
x2+y2
; x
x2+y2

su 
 = R2 n f(0; 0)g
7. V : si ragioni come nel caso 5, essendo 
 nel presente caso un semipiano (che è un insieme
stellato)
8. F : si prenda ad esempio F (x; y) =

x
x2+y2
; y
x2+y2

che è chiuso ed esatto su 
 = R2 n f(0; 0)g,
poiché un suo potenziale è ad esempio U(x; y) = 12 ln(x
2 + y2); si poteva banalmente prendere
anche F (x; y) = (2x; 2y) un potenziale del quale è U(x; y) = x2+y2 (tale campo è denito, chiuso
ed esatto addirittura su tutto R2, quindi a maggior ragione lo è anche su 
 = R2 n f(0; 0)g).
9. F : vedi domanda precedente. Chi ha risposto V ha molto probabilmente fatto confusione col
Teorema di Poincaré (e/o sta erroneamente pensando che se di un teorema non valgono le ipotesi
allora non vale nemmeno la tesi...)
10. V : l'essere chiuso è sempre necessario alla esattezza, su qualsiasi aperto
11. V : l'essere chiuso è sempre necessario alla esattezza, su qualsiasi aperto
12. F : F (x; y) = (y; x) non è esatto su 
 = R2 (perché?), ma questo 
 è stellato
13. V : essendo F chiuso per ipotesi, se 
 fosse stellato, grazie al Teorema di Poincaré F dovrebbe
essere esatto...
14. F : il fatto (ben noto) che F non sia esatto su R2 n f(0; 0)g non esclude che lo sia su un altro
aperto: infatti essendo F un campo chiuso F è esatto su ogni aperto stellato contenuto in
R2 n f(0; 0)g (grazie al Teorema di Poincaré)
15. V : infatti tale F non è chiuso su nessun aperto di R2...
16. F : il fatto che lo studente conosca solo il Teorema di Poincaré per stabilire la esattezza non
signica aatto che non vi siano teoremi che permettono di stabilire la esattezza di un campo
anche in assenza delle ipotesi del Teorema di Poincaré! Si veda anche la risposta alla 8.
17. V ; questa è una frase logicamente equivalente a F esatto implica F chiuso
18. F : si veda la risposta alla domanda 6
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I Esercizio 2. Per ciascuna delle seguenti coppie di campi di forze F e G su R2, uno è esatto e
l'altro no: stabilire quale è esatto e quale non lo è motivando accuratamente la risposta. Trovare un
potenziale del campo esatto con uno dei metodi integrali-curvilinei spiegati a Lezione, riportando i
calcoli per ottenere tale potenziale. Inne vericare che quello trovato è eettivamente un potenziale.
(1) : F (x; y) =

xy ;
x2
2

; G(x; y) =

xy2 ;
x2
2

;
(2) : F (x; y) =
 
2y   x2; x+ 2y2  ; G(x; y) =  y   x2; x+ y2  ;
(3) : F (x; y) =
 
2e2x cos y ; e2x sin y  ; G(x; y) =  e2x cos y ; e2x sin y  ;
(4) : F (x; y) =
 
x2   3xy2;  (32 x2 + y2)

; G(x; y) =
 
x2   3xy;  (32 x2 + y2)

Soluzioni:
1. U(x; y) =
x2y
2
è potenziale di F (x; y);
2. U(x; y) = xy   x
3
3
+
y3
3
è potenziale di G(x; y);
3. U(x; y) = e2x cos y è potenziale di F (x; y);
4. U(x; y) =
x3
3
  3
2
x2y   y
3
3
è potenziale di G(x; y);
I Esercizio 3. Si considerino i due seguenti campi di forze su R2:
F (x; y) =

2x y4 + ex + y; 4x2 y3   x

;
G(x; y) =

2x y4 + ex + y; 4x2 y3 + x

:
Si dica quale è esatto e quale no, motivando CON GRANDE CURA le risposte, e del campo
esatto si trovi un potenziale U(x; y), riportando i calcoli per ottenere tale potenziale (mediante uno dei
metodi integrali-curvilinei spiegati a Lezione). Si verichi anche a posteriori che quello trovato è un
potenziale.
[Soluzione: G è esatto; un potenziale è: U(x; y) = ex + x2y4 + xy]
Si proceda allo stesso modo per le seguenti coppie di campi di forze:
F (x; y) =

3x2 + 2x y + y4; x2 + 4x y3

;
G(x; y) =

3x2   2x y + y4; x2 + 4x y3

:
F (x; y) =

6x y4 + 3ex + 3y; 12x2 y3   3x

;
G(x; y) =

6x y4 + 3ex + 3y; 12x2 y3 + 3x

:
F (x; y) =

20x3 y   y3 + 2x; 5x4   3x y2 + 4 y3

;
G(x; y) =

5x4   3x y2 + 4 y3; 20x3 y   y3 + 2x

:
3
F (x; y) =

3x2 y2 + 2  2x y; ex + 2x y3   y2

;
G(x; y) =

ex + 2x y3   y2; 3x2 y2 + 2  2x y

:
F (x; y) =

3x2y2 + 4x3y5 + 1; 2x3y + 5x4y4   3y2

;
G(x; y) =

2x3y + 5x4y4   3y2; 3x2y2 + 4x3y5 + 1

:
F (x; y) =

x3 cos y + x; 3x2 sin y + y

;
G(x; y) =

3x2 sin y + y; x3 cos y + x

:
F (x; y) =

3x2ey   2xy; x3ey   x2 + 1

;
G(x; y) =

x3ey   x2 + 1; 3x2ey   2xy

:
F (x; y) =

ex cos y + 4x3y3; ex sin y + 3x2y4 + 2x

;
G(x; y) =

ex sin y + 3x2y4 + 2x; ex cos y + 4x3y3

:
Soluzioni:
F è esatto; un potenziale è: U(x; y) = x3 + x2y + xy4
G è esatto; un potenziale è: U(x; y) = 3x2y4 + 3 ex + 3xy
F è esatto; un potenziale è: U(x; y) = 5x4y   xy3 + x2 + y4
G è esatto; un potenziale è: U(x; y) = ex + x2y3   xy2 + 2y
F è esatto; un potenziale è: U(x; y) = x3y2 + x4y5 + x  y3
G è esatto; un potenziale è: U(x; y) = x3 sin y + xy
F è esatto; un potenziale è: U(x; y) = x3 ey   x2y + y
G è esatto; un potenziale è: U(x; y) = ex sin y + x3y4 + x2
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